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SISSEJUHATUS 
 

Oma igapäevaelus kogeb inimene, et mõju ja selle 
tagajärg on võrdelised ja et kõik kiired sündmused 
on juba ära toimunud, aeglased aga alles veel toi-
mumata. Ehk teisiti öeldes, protsessid on lineaar-
sed, determineeritud ja tasakaalulised. Tegelikult 
on niisugused suhteliselt lihtsad, ehkki meie tava-
maailmas ja ka teadusajalooliselt väga olulised 
protsessid meid ümbritsevas reaalsuses ja ka meis 
endis pigem erandlikud kui tüüpilised. Kui püüda 
ette kujutada kõikvõimalikke nähtusi eluta-, elus- 
ja vaimses maailmas (nagu näiteks Browni osa-
keste transport, turbulents, ilmastiku muutused, 
valkude transport rakkudes, närviimpulsi levimi-
ne, ajutalitlus, elusolend kui tervik – eriti inimene, 
ökosüsteem, majandus, inimühiskond, raal, tehis-
intellekt), siis nende puhul on väga olulised mitte-
lineaarsed, juhumuutlikud (stohhastilised) ja mit-
tetasakaalulised protsessid ning vastastikmõjud. 
Võib isegi öelda, et ilma niisuguste protsessideta 
ei oleks elu võimalik! Seega on loomulik, et mitte-
lineaarsete, juhumuutlike ja mittetasakaaluliste 
protsesside uurimine on väga aktuaalne kogu maa-
ilmas.  
 

Ka Eesti mitmes teadusasutuses on esindatud selle 
valdkonna nii matemaatiline kui ka füüsikaline 
suund. Siinkohal tuleb kõigepealt nimetada aka-
deemik Jüri Engelbrechti poolt asutatud ja juhitud 
Tallinna Tehnikaülikooli Küberneetika Instituudi 
juures asuvat mittelineaarsete protsesside analüü-
si keskust (Centre for Nonlinear Studies — CENS), 

mis alates 2002. aastast on üks kümnest teaduse 
tippkeskusest Eestis. Antud kontekstis tahaks veel 
nimetada Tallinna Ülikooli loodusteaduste osa-
konda ja Tartu Ülikooli füüsikaosakonda. Käes-
oleva artikli eesmärgiks ongi tutvustada mõnin-
gaid olulisi uurimistulemusi, mis nimetatud kol-
mes keskuses on sellel interdistsiplinaarsel alal 
saadud viimastel aastatel.  
 

Interdistsiplinaarse iseloomuga protsessidele on 
peaaegu alati omane tugev mittelineaarsus, sest 
bioloogia, meditsiini, geoloogia, sotsiaalsfääri, 
majanduse jms puhul on uuritavad objektid harili-
kult niivõrd keerulise sisestruktuuriga, et neid ei 
õnnestu lineariseerida ka parima tahtmise korral. 
Tugevalt mittelineaarsete süsteemide tüüpilised 
omadused on ISEORGANISEERUMINE, ISEORGANI-
SEERUV KRIITILISUS, JUHUMUUTLIKKUS ja MAS-
TAABI-INVARIANTSUS. Suur osa interdistsiplinaar-
setest uuringutest keskendubki neile aspektidele. 
Palju abi on seejuures turbulentsiteooria ja tahki-
sefüüsika kriitiliste protsesside (faasisiirete jms) 
uurimismeetoditest, sest nii turbulentsi kui faasi-
siirete puhul on samuti tegemist tugeva mitteli-
neaarsusega.  
 

Antud tõik on leidnud peegelduse kiiresti popu-
laarsust kogunud terminis KOMPLEKSSÜSTEEMID 
(ingl complex systems), mis toob ühise nime alla 
kokku sellised süsteemid, millele on omane ise-
organiseerumine või adaptiivne käitumine, sh 
turbulentsed keskkonnad, granulaarsed jms mater-
jalid (mida tähistatakse ingliskeelse terminiga soft 
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matter, eesti keeles siis ehk PEHMIS), bioloogiliselt 
evolutsioneeruvad populatsioonid, mitmesugused 
sotsiaalsed süsteemid (nt rändlindude või kalade 
parved), aktsiaturud jne.  
 

Enne kitsamate teemade juurde pöördumist ava-
gem veel mõiste ISEORGANISEERUV KRIITILISUS 
tähendus. Mõiste KRIITILINE NÄHTUS tähistab 
makroskoopilise süsteemi mikroskoopiliste kom-
ponentide vahelise pikamastaabilise korrelatsiooni 
teket ja kadu; heaks näiteks on aine faasiüle-
minekud. Öeldakse, et süsteem on kriitiline, kui ta 
on täpselt makroskoopiliste omaduste muutumise 
piiril ja tema mikroskoopiliste koostisosade oleku-
te korrelatsioonifunktsioon järgib (mittetriviaalset) 
skeilinguseadust. Kriitilised nähtused pole omased 
mitte üksnes tavalistele faasiüleminekutele (ve-
del/kristalliline, ferromagnetiline jne), vaid nad on 
paljude idealiseeritud mudelite – niisuguste nagu 
perkolatsioon, mitmesugused spin- ja kulonilised 
klaasid jne – lahutamatuks omaduseks. Parameet-
rite ruumis on kriitilisel olekul üldiselt nullmõõt. 
Seega võiks arvata, et tegemist on süsteemi eba-
tüüpilise olekuga. Ometi pole see mitmete dünaa-
miliste dissipatiivsete süsteemide puhul nii, sest 
makroskoopiliste dünaamiliste jõudude ning mik-
roskoopilise dissipatsiooni koosmõju võib juhtida 
süsteemi täpsele kriitilisusele. Sel puhul öeldakse, 
et tegemist on iseorganiseeruvalt kriitilise süstee-
miga. Toogem mõned näited: teatud liigi kohan-
dumine keskkonna ja naaberliikidega Bak-Snep-
pen’i mudeli järgi (evolutsioonihüpete suurus-
jaotus on astmeseadus); kasvav liivakuhi (varingu-
te jaotus suuruse järgi vastab astmeseadusele); 
Kardar-Parisi-Zhang’i mudel kasvava pinna jaoks 
(pinna struktuur on eneseafiinne); passiivse skaa-
lari segunemine turbulentses voolus (dissipatsioo-
niväli on multifraktaalne). 
 
TURBULENTS 
 

Alustagem Richard Feynmani sõnadega: “turbu-
lents on klassikalise füüsika viimane lahendamata 
probleem, millel on õnnestunud vältida füüsikalist 
arusaamist ja süstemaatilist kirjeldamist mitmete 
aastakümnete jooksul”. See väide nõuab kommen-
teerimist. Mõned turbulentsi aspektid on tänapäe-

val tegelikult võrdlemisi hästi mõistetud, nt nõrk 
turbulents – olukord kus ennustamatus ja fluktuat-
sioonid on jälgitavad nõrgalt, peaaegu lineaarse 
regulaarse liikumise foonil – sellisel juhul on 
heaks töövahendiks häiritusmeetodid. R. Feynman 
peab aga silmas tugevat turbulentsi, kus keskset 
rolli mängivad koherentsed struktuurid – sõltuvalt 
keskkonnast kas keerisniidid, solitonid vms. Tur-
bulentsiteooria tähtsaimaks rakenduseks on hüdro-
dünaamika; paraku on hüdrodünaamiline turbu-
lents vältimatult tugev, sest Navier-Stokes’i võr-
randi mittelineaarseid liikmeid ei saa vaadelda 
häirituslikult väikestena.  
 

Navier-Stokes’i võrrand väidab, et keeriselisuse 
vektor (kiirusvektori rootor) on “külmunud” vede-
likku: kui me fikseerime mõtteliselt mingi (eda-
sikanduva) punkti vedelikus, siis antud punktis 
evolutsioneerub keeriselisuse vektor võrdeliselt 
sellise lõpmatult lühikese mõttelise joonega, mis 
moodustub vedeliku osakestest ja on algselt paral-
leelne keeriselisuse vektoriga. Niisiis kirjeldab 
Navier-Stokes’i võrrand AKTIIVSE VEKTORI vede-
likuga edasikandumist; sõna “aktiivne” rõhutab, et 
kiirusväli vedelikus sõltub keeriselisuse vektorväl-
jast ning leida tuleks kiirusvälja ja keeriselisus-
välja teineteisega kooskõlalised lahendid.  
 

Uuringud CENSis on keskendunud ühele äärmu-
seni lihtsustatud olukorrale, PASSIIVSE (st vedeliku 
kiirust mitte-mõjutava) SKAALARI edasikandumi-
sele kaootilises (turbulentses) kiirusväljas. Ühest 
küljest võib seda vaadelda kui esimest sammu 
hüdrodünaamilise turbulentsi loomise suunas, tei-
sest küljest omab probleem ka suurt iseseisvat 
praktilist tähtsust, sest nii lisandainete (pigment, 
reostus) kontsentratsioone kui ka vedeliku tempe-
ratuuri võib heas lähenduses lugeda passiivseks 
skaalarväljaks. Ääremärkusena olgu öeldud, et ka 
passiivse vektori edasikandumise probleem omab 
praktilist tähtsust, sest kirjeldab nn KINEMAATI-
LIST DÜNAMOT – nähtust, ilma milleta ei oleks 
Maal meid kosmilise kiirguse eest kaitsvat mag-
netvälja. Asi on selles, et igasuguses turbulentses 
elektrijuhtivas keskkonnas genereerub varem või 
hiljem magnetväli, magnetväljata olek on ebasta-
biilne. Turbulentne liikumine võimendab algselt 
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mikroskoopilise välja makroskoopiliseks; seda 
staadiumi, mil magnetväli on kiirusvälja mõjuta-
miseks liiga nõrk, nimetatakse kinemaatiliseks dü-
namoks. 
 

Passiivse skaalari θ turbulentsi kirjeldab väljanä-
gemise järgi väga lihtne lineaarne võrrand, 
 

, 
 

kus g(x,y,z,t) on passiivse skaalari allikas, 
),,,( tzyxvr on turbulentne (võimalik, et kokkusu-

rumatu) kiirusväli ja κ on molekulaarne difu-
sioonikonstant. Vaatamata näilisele lihtsusele on 
antud probleem osutunud väga raskesti lahendu-
vaks. Sellest annab tunnistust sajandipikkune la-
hendusajalugu (mis viib A. Einsteini poolsete di-
fusiooniuuringute aegadeni). Sellest kõigest hooli-
mata püsib turbulentse difusiooni probleem mitte-
lineaarse dünaamika “kuumade” teemade nime-
kirja eesotsas.  
 

Millega on seletatav, et passiivse skaalari turbu-
lentsi probleem ei ole senini ammendavalt lahen-
datud, vaatamata tema sajandipikkusele ajaloole ja 
sellele, et tegemist on mittelineaarse dünaamika 
ühe sõlmpunktiga? Vastus koosneb kahest osast. 
 

ESITEKS, passiivse skaalari väli areneb keeruliste 
juhumuutlike peenstruktuuride poole. Niisuguse 
käitumise kirjeldamine polnud võimalik ilma 
tänapäevase matemaatilise aparatuurita, mh multi-
fraktaalse formalismita. Multifraktaalse analüüsini 
jõuti ca kaks aastakümmet tagasi, struktuurifunkt-
sioonidel baseeruva lähenemise edasiarendamise 
teel. Multifraktaalsete analüüsimeetodite asjako-
hasusest passiivse skaalari turbulentsi kirjeldami-
sel saadi täies mahus aru veelgi hiljem, 1980ndate 
lõpus. Paraku on turbulentselt seguneva passiivse 
skaalarvälja ajalis-ruumiline keerukus niivõrd 
suur, et isegi multifraktaalne formalism ei suuda 
seda ammendavalt kirjeldada.  
 

TEISEKS, passiivse skaalari turbulents on väga 
tundlik kiirusvälja omaduste suhtes. Nii näiteks  
on ÜHE-MASTAABILISTE kaootiliste kiirusväljade 
korral formeeruvad “triibulised” struktuurid (vt 
joonis 1) kvalitatiivselt erinevad sellest, mida võib 
täheldada väljaarenenud Kolmogorovi spektriga 
voolu puhul, mil passiivse skaalari välja isojooned 
on fraktaalsed ning väli on piirjuhul                 kõi- 
kides punktides katkev. Ühemastaabilised turbu-
lentsed kiirusväljad on täheldatavad (a) siis, kui 
turbulentne kiirusspekter pole jõudnud veel välja 
areneda,  nt  vedelikujoa  algusosas;  (b)   väikeste  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
Joonis 1.  
Kui lisandaine kandub edasi selli-
ses turbulentses voolus, kus puu-
duvad kõrge ruumsagedusega kii-
ruskomponendid, siis moodustub 
iseloomulik triibuline muster. Juu-
resolev foto kujutab eksperimenti 
Grenoble’s asuval Coriolise nime-
lisel 14-meetrise läbimõõduga vee-
ga täidetud pöörleval platvormil. 
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ruumimastaapide juures, mil viskoossus sum-
mutab kõik tillukesed keerised. Kolmogorovi 
spekter vastab väljaarenenud turbulentsi tingi-
mustele.  
 

Nende kahe näite puhul on eeldatud, et kiirusväli 
on kokkusurumatu või nõrgalt kokkusurutav – nii 
nagu seda on vedelikud ja gaasid. Lisandained 
(skaalarid) võivad edasi kanduda aga ka nt tur-
bulentse vedeliku vabal pinnal (vaht, õietolm vms 
vee pinnal). See kahedimensionaalne kiirusväli on 
aga oluliselt kokkusurutav ning sellisel juhul muu-
tub olukord kvalitatiivselt: lisandaine hakkab ko-
gunema juhusliku mustriga ribade ja klompide 
süsteemi. Kokkusurutava kiirusväljaga on tege-
mist ka osakeste ülesumbunud liikumisel potent-
siaalses jõuväljas tahkises (liikumine toimub piki 
jõujooni). 
 

Uuringute tulemusel õnnestus välja töötada lihtne 
ja analüütiliselt käsitletav matemaatiline mudel, 
kirjeldamaks passiivse skaalari multifraktaalset 
spektrit ühemastaabilise kiirusvälja puhul [Kalda, 
2000]. See mudel osutus väga efektiivseks tööriis-
taks, võimaldades siduda skaalari dissipat-
sioonivälja multifraktaalne spekter kiirusvälja 
statistiliste omadustega, tuletada seadus ajas hää-
buva (laguneva) lisandaine ruumilis-ajalise jaotuse 
kirjeldamiseks, leida lisandaine kogumite suurus-
jaotuse seadus jms. Käimas on töö antud mudeli 
ideede rakendamiseks väljaarenenud turbulentsi 
tingimustes ja kokkusurutavate kiirusväljade jaoks 
ning saadud on ka esimesed tulemused. Muu-
hulgas õnnestus koostada võrrand, mis kirjeldab 
lisandaine klompidesse kogunemist turbulentse 
spektriga kokkusurutava kiirusvälja tingimustes. 
 
TURBULENTSITEOORIA 
INTERDISTSIPLINAARSED RAKENDUSED 
 

Turbulentsi puhul on juhumuutlikkuse ja multi-
fraktaalsuse põhjuseks nn multiplikatiivsed kas-
kaadid. Teatud hulka mingit liikumisintegraali 
(keeriselisus, energia vms) kandev struktuur (nt 
keeris) jaguneb kaheks samasuguseks kuid väik-
semaks (sarnaseks) struktuuriks, kusjuures liiku-
misintegraal jaguneb järglaste vahel juhuslikult 

ebavõrdses vahekorras. Sellepärast on üllatav, et 
juhumuutlikkus ja multifraktaalsus on omased ka 
mitmele sellisele komplekssüsteemile, kus multi-
plikatiivsed kaskaadid puuduvad (vähemalt pole 
neid keegi avastanud). Nii näiteks on juba pikemat 
aega turbulentsiteooria meetodid leidnud edukat 
rakendamist majanduslike ajajadade (nt aktsiahin-
nad) ning südamerütmi muutlikkuse kirjeldamisel. 
Multifraktaalsust põhjendada suutvate mudelite 
väljatöötamine antud valdkondades kujutab endast 
teoreetikutele suurt väljakutset.  
 

Töö turbulentsi, südamerütmi ja finantsturgude 
vaheliste seoste kallal käib ka CENSis. Esialgseks 
tulemuseks on uue meetodi väljatöötamine antud 
ajajadade mastaabi-invariantsete omaduste kirjel-
damiseks [Säkki jt, 2004; Kitt, Kalda, 2005]. Sel-
leks on nn madalamuutlikkusega perioodide pik-
kusjaotuse analüüs. Selgub, et antud pikkusjaotus 
kujutab endast (laias parameetrite vahemikus) 
MULTISKALEERUVAT ASTMESEADUST ning või-
maldab kirjeldada laiemat mastaabi-invariantsete 
ajajadade klassi kui multifraktaalne formalism. 
Multifraktaalsete ajajadade puhul on see astme-
näitaja avaldatav multifraktaalse spektri kaudu 
ning sellisel juhul kujutab tema arvutamine endast 
lihtsat ja teatud eelistega (suurem ajaline lahutus-
võime) alternatiivi multifraktaalsele analüüsile.  
 

Teisest küljest on võimalikud olukorrad, kus aja-
jada ei ole rangelt võttes multifraktaalne, kuid ma-
dalamuutlikkusega perioodide pikkusjaotus ikkagi 
multiskaleerub. Antud meetod osutus kasulikuks 
nii südamerütmi kui ka finantsturgude uurimisel 
ning andis uusi tulemusi isegi elektroentsefalo-
grammi analüüsil. Südamerütmi puhul õnnestus 
konstrueerida diagnostiliselt uut ja väärtuslikku 
informatsiooni kandvad rütmi muutlikkust iseloo-
mustavad karakteristikud. Finantsajajadade puhul 
kujutab vaadeldav meetod endast uut vahendit ris-
kianalüüsis. Muuhulgas õnnestus näidata, et pelk 
multiskaleeruva astmeseaduse olemasolu aktsia-
hinna ajajadas annab võimaluse leida tõenäosuse, 
et homne hinnamuutus on suurem kui etteantud lä-
veväärtus – tegemist on superuniversaalse astme-
seadusega sellele läveväärtusele vastava jooksva 
madalamuutlikkusega perioodi pikkusest. 
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KOMPLEKSSÜSTEEMID GEOFÜÜSIKAS 
 

Bio- ja geoteadused on äärmiselt rikkad komp-
lekssüsteemide poolest. Nii näiteks aitas just bio-
loogilise evolutsiooni matemaatiline modelleeri-
mine viia iseorganiseeruvalt kriitiliste süsteemide 
paradigma kujunemisele – läbi Bak-Sneppeni mu-
deli. Geofüüsikaliste süsteemide uurimine on toi-
munud CENSi koostööna TTÜ geoloogia insti-
tuudiga. Üheks keskseks valdkonnaks on olnud 
juhuslike pindade statistiline topograafia. Olulise-
maks tulemuseks on seejuures olnud geoloogiliste 
maastike kujunemise mudeli koostamine [Kalda, 
2003]. Selle nn piirgradiendiga pindade mudeli 
kohaselt toimub maapinna evolutsioon tektooni-
liste protsesside ja erosiooni koosmõju tulemu-
sena. Tektoonilisi protsesse modelleerib pinna 
kergitamine ühel pool juhuslikult valitud murde-
joont, erosiooni aga tekkiva maastiku silumine nii, 
et kusagil ei ületaks maapinna kalle etteantud 
läveväärtust. Mudeli uurimiseks läbi viidud numb-
rilise eksperimendi tulemused on heas kooskõlas 
reaalsete maastike omadustega: pinna kareduse 
astmenäitaja kasvab vaadeldava ruumimastaabi 
vähenemisel, muutudes vahemikus 0,7–1,0. Võr-
reldes Gaussi statistikale alluvate juhuslike enese-
afiinsete pindadega, on piirgradiendiga pinna (nii 
nagu reaalsete maastikegi) puhul anomaalselt vähe 
väikesi samakõrgusjooni (saari teatud veetaseme 
juures).  

 

Ülejäänud statistilise topograafiaga seonduvad tu-
lemused käsitlevad mastaabi-invariantsete juhus-
like pindade samakõrgusjoonte enesesarnaseid 
omadusi. Niisuguse probleemipüstituse tagamaad 
ei ole piiratud pelgalt geoloogiliste maastikega: 
mastaabi-invariantsete juhuslike pindade näiteks 
võib tuua faasieralduspinnad mitme kasvumudeli 
puhul, mitmesuguste materjalide murdepinnad, 
passiivse skaalari samatihedusjooned, pilve peri-
meeter jne. Muuhulgas defineeriti uus juhuslike 
pindade alamhulk, ookeani rannajoon (kõigi 
teatud nivoole vastavate üksteise poolt ekra-
neerimata isojoonte summa) ning näidati, et teatud 
omadustega juhuslike pindade korral on ookeani 
rannajoon isomorfne korreleeritud perkolatsioo-
niprobleemi klastriga. Uudne ja efektiivne numb-

riline skeem, nelja-tipu mudel [Kalda, 2001], või-
maldas arvutada suure täpsusega üksiku isojoone 
ning ookeani rannajoone fraktaalsedimensiooni 
sõltuvuses kareduse astmenäitajast. Simulatsiooni-
välja lõplikust suurusest tingitud tulemuste mää-
ramatust õnnestus vähendada originaalse meetodi 
abil, mis on universaalne ja rakendatav laia klassi 
kriitiliste nähtuste numbrilisel analüüsil. 
 

Ühe geoloogidele vahetut praktilist huvi pakkuva 
probleemina on uuritud analüütiliselt migmatiitide 
formeerumise matemaatilist mudelit Smolu-
chowski võrrandi baasil; probleem on suuresti 
analoogne piiskade nukleatsiooni ja kasvamise 
probleemiga vihmapilvedes. Tuletati skeilingusea-
duse astmenäitajad funktsionina mudeli para-
meetritest ning seoti need välimõõtmistest saada-
va migmatiidikihtide paksusjaotusseaduse astme-
näitajaga [Bons jt, 2004]. 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Joonis 2.  
Geoloogiliste maastike kujunemist modelleerib nn 
piirgradiendiga pindade mudel, mis võtab arvesse 
võimalikult lihtsal moel erosiooni ja tektoonilisi 
protsesse. Juuresoleval pildil vastavad erinevad 
värvid eri kõrgustele, mustad peened jooned on 
samakõrgusjooned.  
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MÜRA POOLT SUUNATUD BROWNI 
OSAKESTE TRANSPORT 
 

Alates A. Einsteini ja M. Smoluchowski esmastest 
töödest Browni liikumise kohta on huvi juhumuut-
like protsesside teoreetiliste ja rakenduslike as-
pektide vastu pidevalt kasvanud. Kui tavaliselt 
arvatakse, et müra on segav tegur, siis praeguseks 
on saanud selgeks, et just müra on see mõjur, mis 
käivitab mitmed olulised protsessid mikro- ja 
makromaailmas. Konkreetsete rakenduste kõrval 
on esiplaanile tõusnud stohhastiliste protsesside 
paradigmaatiline tähtsus sünergeetilises teaduspil-
dis. Järjest enam on levinud seisukoht, et keeru-
listes süsteemides formeeruvaid ruumilisi, ajalisi 
ja funktsionaalseid struktuure saab adekvaatselt 
käsitleda vaid siis, kui arvestada ka neis toimuvate 
protsesside juhumuutlikku iseloomu. Vaatamata 
olulisele progressile, eriti viimasel aastakümnel, ei 
ole stohhastiliste protsesside teooria veel kaugeltki 
täiuslik ja selle väljakujundamine jätkub ka täna-
päeval. Uued meetodid ja teave, mis võimaldavad 
võrrelda mittetasakaalulise termodünaamika (sh 
juhumuutlike protsesside) teoreetilist kontseptsi-
ooni eksperimendiga, omavad suurt tähtsust nii 
füüsikaliste alusuuringute, materjaliteaduse kui ka 
tehniliste rakenduste seisukohalt. 
 

Viimase aastakümne jooksul on pälvinud suurt tä-
helepanu avatud süsteemide käitumise sõltuvus 
keskkonna fluktuatsioonidest (mürast). Uute näh-
tuste näitena võiks tuua stohhastilise resonantsi, 
müra-indutseeritud faasiüleminekud ja stohhasti-
lise transpordi perioodilistes struktuurides. Süstee-
mi olekust sõltuvat (nn multiplikatiivset) müra ar-
vestavad mudelid on leidnud rakendamist paljudel 
erinevatel teadusaladel: kvantoptikas, bioloogias, 
ökoloogias, keemiliste süsteemide reaktsiooni di-
fusiooni mudelites, epidemioloogias ning majan-
dus- ja sotsiaalteadustes. 
 

Kõige produktiivsem keskkonna mürasarnase toi-
me abstraktsioon on siiani olnud Gaussi valge mü-
ra. Siiski paljudel juhtudel osutub valge müra lä-
hend ülelihtsustatuks ja keskkonna fluktuatsioone 
tuleb käsitleda värvilise mürana. Värvilise müra 
tekitatud mittetasakaalulised efektid sõltuvad 
oluliselt müra tasasusparameetrist (mis väljendab 

kui kaua suhteliselt viibib mürasignaal nullta-
semel). Tasasusparameetri rolli on seni veel siiski 
vähe uuritud. Põhjuseks on eelkõige asjaolu, et 
värvilise müra korral on uuritavat süsteemi kirjel-
dav kineetika põhivõrrand reeglina niivõrd keeru-
lise struktuuriga, et täpseid analüütilisi tulemusi ei 
õnnestu leida. Siin moodustab õnneliku erandi 
meie poolt kasutusele võetud keskkonnafluktuat-
sioone modelleeriv kolmetasemeline müra mudel 
[Mankin jt, 2001a], mis on ühelt poolt piisavalt 
lihtsa struktuuriga, et võimaldada analüütiliste 
tulemuste leidmist rea füüsikale ja ökoloogiale 
huvipakkuvate mudelsüsteemide korral. Teisalt on 
nimetatud müral kolm vabadusastet (amplituud, 
korrelatsiooniaeg, tasasus), mis teevad selle kül-
laltki paindlikuks, modelleerimaks reaalseid mitte-
tasakaalulisi fluktuatsioone keskkonnas ja võimal-
damaks uurida tasasusparameetri rolli müra indut-
seeritud efektides.  
 

Töödes [Mankin jt, 2001ab; Tammelo jt, 2002] 
uuritakse voolupöördeid Browni osakeste kont-
rollitavas transpordis, mis on indutseeritud mitte-
tasakaalulise kolmetasemelise müra ja soojuslike 
fluktuatsioonide poolt perioodilise saehambakuju-
lise potentsiaali korral, pidades silmas võimalikke 
rakendusi nanoobjektide (sh DNA fragmentide) 
separatsiooni tehnoloogias. On leitud täpne aval-
dis Browni osakeste voo (voolu) jaoks. On tähe-
lepanuväärne, et kaks müra, soojuslik ja mitte-
tasakaaluline, koos võivad esile kutsuda palju 
varieeruvamat ülekannet kui kumbki neist üksi.  
 

Osutus, et Browni osakeste mittelineaarse ülekan-
dega kaasnevad mitmed uudsed efektid [Tammelo 
jt, 2002], nagu MITMEKORDSED VOOLUPÖÖRDED 
ja iseloomulik ISOLEERITUD AKNA FENOMEN tem-
peratuuri ja korrelatsioonaja faasiruumis, kus voo-
lu suund on vastupidine ümbritseva keskkonna 
omale. Mitmekordse (s.o rohkem kui kahekordse) 
voolupöörde ja isoleeritud akna nähtuste kasuta-
mine võimaldab teostada pidevat kaheastmelist 
väga kõrge lahutusvõimega nanoosakeste separee-
rimist. Lisaks sellele omavad mittetasakaalulise 
müra poolt käivitatud Browni osakeste vood 
olulist tähtsust molekulaarbioloogias, seletamaks 
mootorproteiinide, nagu kinesiin, düneiin, müo-
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siin, ja neile lähedaste ühendite translokatsioone 
eukariootilistes rakkudes.  

 

 

Artiklites [Mankin jt, 2003; Haljas jt, 2004] on 
esitatud uudsed mudelid, kirjeldamaks mitteinert-
siaalsete Browni osakeste ülitundlikku transporti 
ühedimensionaalses ruumiliselt perioodilises jõu-
väljas, mis on käivitatud multiplikatiivse mitte-
tasakaalulise kolmetasemelise müra ja valge müra 
poolt. Näidatakse, et madalatel temperatuuridel on 
voolu kasv ülitundlik lisatava konstantse kaldejõu 
suhtes. Väljapakutud uus ülitundliku transpordi 
mehhanism võib omada tähtsust mitmete füüsika-
liste, bioloogiliste ja keemiliste süsteemide puhul 
ning  pakub uusi võimalusi nõrga signaali võimen-  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Joonis 3. 
Voolupöörete pind J(D,ν,a)=0, kus J on voolutu-
gevus, D – temperatuur, ν ja a – müra sagedus ja 
amplituud. Ühikud on suhtelised. Müra tasasus-
parameetri väärtus 0,1 ja potentsiaali asümeetria-
parameetri väärtus 0,007 on fikseeritud (viimased 
kaks ei ole joonisel näidatud). Jooniselt on näha, 
et antud juhul eksisteerivad müra amplituudi tea-
tud vahemikus, ligikaudu 85<a<105, tasandil 
(D,ν) isoleeritud saarekujulised kinnised piirkon-
nad, mille sees on voolusuund vastupidine voolu-
suunale ümbritsevas piirkonnas. Oskuslikul vaata-
misel võib jooniselt aimata ka mitmekordseid (s.o 
rohkem kui kaks) voolupöördeid nii müra sagedu-
se ν kui ka temperatuuri D järgi. 

damise kontrolliks tugeva müra foonil. Süsteemi 
tundlikkuse sõltuvus nõrgast sisendsignaalist on 
suurendatav või vähendatav, muutes mittetasakaa-
lulise müra parameetrite väärtusi. Tuleb märkida, 
et mudelis [Haljas jt, 2004] ilmnev absoluutse 
liikuvuse negatiivsuse efekt – välise jõu lisamine 
põhjustab Browni osakeste voo jõuga vastupidises 
suunas – on teistsuguste süsteemide korral juba 
eksperimentaalselt jälgitud ja on käesoleval ajal 
intensiivsete uuringute objektiks.  
 

Uurimused [Heinsalu jt, 2004ab] on pühendatud 
Browni osakeste difusiooniteguri ülitugevale või-
mendumisele konstantse välise jõu mõjul kallu-
tatud perioodilise potentsiaaliga jõuväljas. On näi-
datud, et difusiooni võimendumine sõltub tugevalt 
potentsiaaliaugu kujust (asümmeetria, lokaalsete 
ekstreemumite arv). Madalatel temperatuuridel 
eksisteerib kallutava jõu väärtuste suhteliselt lai 
vahemik, mille puhul Péclet faktor ei sõltu kal-
lutavast jõust: selles vahemikus on difusiooni 
konstandi kasvu kiirus maksimaalne. Leitud tar-
vilikud ja piisavad tingimused selleks, et eksis-
teeriks difusioonikonstandi võimendumine, võivad 
anda kasulikku teavet uute nanoobjektide separat-
sioonile suunatud müratoimeliste seadmete konst-
rueerimiseks. 
 
MÜRA INDUTSEERITUD KATASTROOFID 
ÖKOSÜSTEEMIDES 
 

Vastastikmõjus olevate liikide dünaamika model-
leerimine on keskne küsimus ökoloogias. Tava-
liselt eeldatakse, et ökosüsteemid reageerivad üht-
lastele keskkonnaparameetrite muutustele suju-
valt. Siiski näitavad looduses läbiviidud vaatlused, 
et sujuva muutumise võib katkestada katastroo-
filine hüpe, mis viib süsteemi uude olekusse. Li-
saks on hiljutised uurimused esile toonud alter-
natiivsete stabiilsusdomeenide olemasolu mitme-
sugustes looduslikes ökosüsteemides. Enamikes 
teoreetilistes mudelites, mis käsitlevad nimetatud 
nähtusi, piirdutakse deterministliku lähenemisega 
(ei arvestata keskkonna parameetrite fluktuatsioo-
ne) või modelleeritakse keskkonna füüsikaliste pa-
rameetrite fluktuatsioonide mürasarnast toimet 
süsteemile valge müra (mittekorreleeritud müra) 
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abil. Ilmne on, et reaalsete süsteemide korral on 
õigem kasutada lõpliku korrelatsiooniajaga müra 
mudeleid.  
 

Asjaolu, et värviline müra (lõpliku korrelatsi-
ooniajaga fluktuatsioonid) võib mõnes keerulises 
füüsikalises süsteemis kutsuda esile multista-
biilsust ja faasiüleminekuid, inspireeris meid proo-
vima sarnast lähenemist ka ökoloogiliste süstee-
mide juures. Nii teoreetilisest kui praktilisest sei-
sukohast pakub huvi, kas ökosüsteemides teada 
olevad katastroofilised üleminekud võivad mõnin-
gatel juhtudel olla käsitletavad kui keskkonna 
fluktuatsioonide poolt põhjustatud nähtused. 
 

Sümbiootilise ökoloogilise süsteemi stabiilsuse 
uurimisel rakendati keskkonna fluktuatsioonide 
mudelitena kahe- ja kolmetasemelist telegraafi-
protsessi. Käsitleti N liigi vastastikmõju kirjelda-
vat Lotka-Volterra mudelit eeldustel, et populat-
sioonisisene iseregulatsioon allub üldistatud Ver-
hulsti mehhanismile ja et keskkonna füüsikaliste 
parameetrite fluktuatsioonid põhjustavad keskkon-
namahutavuse (populatsioonitiheduse küllastus-
punkti ilma teiste liikide mõjuta) fluktueerumise. 
Osutus, et keskmistatud välja meetodil saadud tu-
lemused annavad uue võimaliku selgituse loodu-
ses esinevatele järskudele muutustele populatsioo-
nide arvukuses. Mudeli uurimisel tuvastati järg-
mised värvilise müra indutseeritud efektid: 
• Deterministlikul (müra puudub) juhul monosta-

biilses süsteemis võivad keskkonna fluktuat-
sioonid indutseerida bistabiilsuse. Vaadeldes 
populatsioonide keskmist arvukust funktsioo-
nina müra parameetritest, võib täheldada müra 
poolt põhjustatud hüstereesi ja sellega kaas-
nevaid kahesuunalisi hüppelisi üleminekuid 
(katastroofilisi muutusi) väiksema isendite ar-
vukusega seisundist suurema isendite arvu-
kusega seisundisse ja vastupidi (vt joonis 4). 

• Esineb müra amplituudi kriitiline väärtus, mil-
lest väiksematel väärtustel müra indutseeritud 
katastroofilised muutused puuduvad. See krii-
tiline amplituud sõltub üksnes iseregulatsiooni 
iseloomustavast astmenäitajast, kasvades mo-
notoonselt astmenäitaja kasvades. 

 

Saadud tulemused võimaldavad püstitada hüpotee-
si, et üldistatud Verhulsti iseregulatsiooniga süm-
biootilistes ökosüsteemides toimuvad populatsioo-
nide keskmise arvukuse hüpped suurema tõenäo-
susega juhul, kui iseregulatsiooni iseloomustav 
astmenäitaja on väiksem. 
 

Kuigi üldistatud Verhulsti iseregulatsiooni mehha-
nism on kasulik paljude koosluste modellee-
rimisel, leidub bioloogiliselt tähtsaid süsteeme, 
kus Gompertzi iseregulatsioon on populatsioonide 
evolutsiooniga paremas kooskõlas (näiteks mõne-
de bakterite populatsioonide puhul). Märkigem, et 
kuna looduslikes ökosüsteemides on kontrollita-
vate eksperimentide läbiviimine praktiliselt või-
matu, siis viimasel ajal on märgata huvi kasvu 
bakteriaalsete populatsioonide baasil läbiviidavate 
laboratoorsete ökoloogiliste eksperimentide vastu.  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Joonis 4.  
Keskmine populatsioonitihedus        funktsiooni-
na müra korrelatsiooniajast    . Pidevad ja punk-
tiirjooned märgivad vastavalt stabiilseid ja ebasta-
biilseid süsteemi seisundeid. Süsteemis esineb 
keskväärtuse          hüsterees ning punktides F ja 
G (bifurkatsioonipunktid) ilmneb mittepidev üle-
minek. Ruudud kõveratel märgivad arvutisimulat-
sioonidel  saadud       -i  väärtusi  liikide  arvu 
N=500 korral. Joonisele vastava mudeli detailne 
kirjeldus ja süsteemi parameetrite väärtused on 
toodud artiklis [Mankin jt, 2004]. 
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Gompertzi iseregulatsiooniga N-liigilise Lotka-
Volterra mudeli analüüs tõi esile rea kvalitatiiv-
seid erinevusi, võrreldes analoogilise üldistatud 
Verhulsti iseregulatsioonile alluva (iseregulatsioo- 
ni iseloomustav astmenäitaja suurem 1-st) mude- 
li käitumisega. Mudelis esinevad kaht liiki müra 
indutseeritud hüppelised üleminekud: kahesuuna-
lised ja ühesuunalised. Kui kahesuunalised üle-
minekud esinevad ka üldistatud Verhulsti isere-
gulatsiooniga mudelites, siis ühesuunalised ülemi-
nekud – nt müra amplituudi kasv võib esile kut-
suda katastroofilise populatsioonide arvukuse lan-
guse, samal ajal kui vastupidine hüpe müra ampli-
tuudi kahanedes ei ole võimalik – näivad olevat 
uued müra-indutseeritud efektid ökoloogilistes 
mudelistes (kui jätame kõrvale populatsioonide 
väljasuremise). Erinevalt üldistatud Verhulsti ise-
regulatsiooniga mudelitest, võivad katastroofilised 
üleminekud esineda ka müra amplituudi väikestel 
väärtustel – vastav kriitilise amplituudi väärtus on 
null. Osutub, et müra amplituudi muutuste poolt 
põhjustatud hüppelised üleminekud esinevad seda 
suurema tõenäosusega, mida väiksem on müra 
korrelatsiooniaeg. 
 

Loodetavasti pakuvad kirjeldatud mudelsüsteemi-
de uurimisel saadud tulemused uue alternatiivse 
võimaluse looduslikes kooslustes esinevate hüppe-
liste muutuste tekkepõhjuste interpreteerimiseks ja 
ka nende vältimiseks, säilitamaks ökosüsteemide 
stabiilsust tehnogeenses keskkonnas. Detailsem 
mudelite kirjeldus ja tulemuste analüüs on esitatud 
artiklites [Mankin jt, 2002, 2004; Sauga, Mankin, 
2005]. 
 
LÕPETUSEKS 
 

Komplekssüsteemide uurimine nii CENSis kui ka 
TLÜs ja TÜs ei piirdu ülalloetletud teemadega 
(mainida võiks veel näiteks faasiülemineku fronti-
de leviku uurimist tahkises, rikete – fraktaalse struk-
tuuriga mikropraod – mõju lainelevile, osakeste 
transporti ioonkanalites läbi tehislike membraani-
de ja looduslike rakumembraanide, jne). Eelpool-
toodust tuli loodetavasti välja, et tähelepanelik  
silm võib leida füüsikule-teoreetikule uurimiseks

sobilikke komplekssüsteeme väga erinevates kon-
tekstides ning uurimistöö võib loogelda mööda 
oma loomulikku rada näiliselt väga kaugete punk-
tide (nt turbulentsiteooria ja sotsiaalteadused) 
vahel. Sestap on meie huviorbiidis olevate prob-
leemide spekter pidevalt täienemas, nii nagu seda 
teeb pehmisefüüsika tervel rahvusvahelisel areenil.  
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